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Resumen

Las series de Fourier no estan incluidas en el plan de estudios de pregrado de matematica de la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH). El objetivo de esta investigacion
documental es proporcionar un documento referencial integral para estudiantes de la ESPOCH
interesados en el estudio de las series de Fourier. La metodologia se basa en cualitativo no-
interactivo con alcance descriptivo y un disefo de investigacion documental. Como resultado, se
elaboro un documento referencial que brinda una base sélida para el estudio de las series de Fourier,
conceptos, teoremas, proposiciones, lemas y propiedades; de igual manera, ejemplos de problemas
didacticos de aplicaciones en situaciones reales, que pueden beneficiar la formacion académica de
los alumnos de la carrera de matematica y, asi como, lo suficientemente flexible para ser adaptado
por carreras de ingenierias. Precisamente, este documento se organiza en tres mddulos como una
estrategia efectiva para abordar el estudio de las series de Fourier. El primero se enfoca en
conceptos preliminares para proporcionar una base solida; mientras que, el segundo se enfatiza en
el desarrollo tedrico y, finalmente, el tercero enfocado a presentar algunas aplicaciones,
evidenciando la relevancia practica en diferentes campos. En conclusion, el documento referencial
muestra un aporte sustancial que sirve para la carrera de Matemdtica como para aquellas que
analizan el estudio de Series de Fourier en la ESPOCH, primordialmente para los alumnos que
quieran vincularse al aprendizaje de las series de Fourier, con hincapié en aprendices con miras a
elaborar investigaciones de profundizacion, estudios de cuarto nivel y actividad docente enfocado

al estudio de Series de Fourier.

Palabras claves: Series de Fourier, Convergencia, Funciones Periddicas, Aplicaciones
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Abstract

Fourier series are not included in the undergraduate mathematics curriculum at the Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH). The objective of this documentary research is to
provide a comprehensive reference document for ESPOCH students interested in the study of
Fourier series. The methodology is based on non-interactive qualitative research with a descriptive
scope and a documentary research design. As a result, a reference document was developed that
provides a solid foundation for the study of Fourier series, concepts, theorems, propositions,
lemmas, and properties; likewise, examples of didactic problems with applications in real
situations, which can benefit the academic training of mathematics students and are flexible enough
to be adapted by engineering programs. Precisely, this document is organized into three modules
as an effective strategy to approach the study of Fourier series.

The first module focuses on preliminary concepts to provide a solid foundation; the second
emphasizes theoretical development, and finally, the third is dedicated to presenting some
applications, highlighting the practical relevance in different fields. In conclusion, the reference
document provides a substantial contribution that serves both the Mathematics program and those
analyzing the study of Fourier Series at ESPOCH, primarily for students who wish to engage in the
learning of Fourier Series, with an emphasis on learners aiming to conduct in-depth research,

pursue advanced studies, and engage in teaching activities focused on the study of Fourier Series.

Keywords: Fourier Series, Convergence, Periodic Functions, Applications
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Introduccion

Estas series adquirieron el nombre de su investigador el matematico francés Joseph Fourier (1768-

1830), quien las incorporo cuando estudiaba la ecuacién del calor:

ou a2 . .
—~ = d oz donde a es una constate que esta vinculada al conjunto de los R.
X

Lo cual fue usada para proporcionar respuestas a dicha ecuacidn; sin embargo, ahora las series de
Fourier son la representacion matematica de una serie infinita que se une primordialmente a una

funcion periddica y continua,

1 co [ee]
x(t) = > o + z aicos (wy kt) + z bisen(wykt), Ay, A, Wy, b, t € R
k=1 k=1

Es decir, las series de Fourier se vuelven en una herramienta matematica primordial para el analisis
de funciones periddicas a través de la descomposicion en sumas infinitas de funciones

trigonométricas (en palabras de seno y coseno).

Desde su hallazgo, las series de Fourier han sido un tema de gran interés tanto dentro del campo
de la matemdtica como en otros dominios académicos, puesto que tienen muchas areas de
aplicacion, como por ejemplo en las telecomunicaciones (Retamozo , 2021) permite trasformar una
sefal de dominio del tiempo y espacio con el fin de obtener informacién notoria. Asi mismo en la
optica (Alagdéz & Baykant , 2021) en ingenieria, como los dispositivos eléctricos y electronicos
(Matlam, Shende, & Lanjewar, 2023) procesamiento de sefiales (Zandieh, 2020) y finalmente en
la elasticidad (Awasthi & Kaushik, 2022).

En este contexto, un ejemplo claro de como se aplican las series de Fourier en situaciones reales es
el formato MP3 (MPEG Audio Layer III, un término en inglés que alude al grupo de expertos en
imagenes en movimiento, denominado asi por los estdndares ISO para audio y video), que
comunmente se relaciona con la musica. Sin embargo, detrds de este formato, se encuentra el
procesamiento de sefiales de audio, en el cual se toma un sonido y se le asocia una serie de Fourier,
que probablemente es infinita. Esta serie converge de tal manera que utilizar simplemente los
primeros términos resulta suficiente para reproducir el sonido original; es posible ignorar el resto
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de los términos, ya que no son perceptibles para el oido humano. Por esta razén, se almacenan
unicamente los términos iniciales para la reproduccion del sonido, lo que permite optimizar el

espacio en el dispositivo de almacenamiento.

Con lo previamente mencionado, se hace evidente que hay una variedad de usos tanto fascinantes
como significativos de las series de Fourier en diversas disciplinas, aportando de manera
importante a las sociedades contemporaneas. Es precisamente esta importancia de sus aplicaciones
lo que a menudo lleva a que sea reconocida y valorada en otras areas del saber, como en diversas
ingenierias, por ejemplo; mientras que los programas de matematicas a nivel de pregrado tienden
a enfocarse, en el mejor de los casos, solo en los conceptos teoéricos, dejando de lado la aplicacion
practica para las siguiente etapas académicas como un master o un doctorado, donde realmente se
puede abordar formalmente el tema de las series de Fourier y las variadas herramientas que este

conocimiento puede proporcionar para solucionar problemas practicos.
Planteamiento del problema

De acuerdo con el plan de estudio de lagunas Instituciones de Educacion Superior (IES) en el
Ecuador, es habitual que el analisis de las series de Fourier se enfoque primordialmente en
facultades de Ingenierias, sin embargo, no se incluyen en las carreras de matematica. Este caso,
particularmente, se puede observar en la malla curricular de la carrera de matematica de la Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), la cual se no se manifiesta el estudio de las series
de Fourier vinculado al programa de formacion de pregrado. Por esta situacion, que su ensefianza

se atrase para los programas de grado.

Objetivo general: Estudiar en detalle el tema de series de Fourier, a través de una revision
documental, para crear un documento referencial primordialmente para los alumnos de la ESPOCH

que deseen formar parte en su estudio.

Objetivos especificos ¢ Seleccionar ejemplos representativos que se enfoquen en la aplicacion de
series de Fourier en situaciones practicas, reconociendo los campos del conocimiento donde las
series de Fourier son importantes, para examinar a fondo como estas herramientas dan solucion
problemas especificos. ¢ Elaborar un documento referencial que combine claridad y coherencia al
presentar el riguroso tema de series de Fourier, empelando un lenguaje sencillo, ejemplos y
graficos, para mejorar la comprension coémo estas series influyen en diferentes areas del
conocimiento, conectando la teoria en casos concretos de aplicacion en la realidad.
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Justificacion

Considerando la relevancia de las series de Fourier, especialmente por su amplio uso en situaciones
practicas, el poder comenzar su estudio desde la etapa de pregrado ofrece numerosas
oportunidades. Esto representa, sobre todo, un valioso complemento a la educacion académica de
quien aspira a ser matematico, ademds de la capacidad de obtener conocimientos fundamentales
sobre el tema que facilitard la integracion en un programa de posgrado o expandira las opciones de

ensefanza e investigacion en areas de ingenieria.

El documento de referencia resultante de esta investigacion sera una contribucion significativa a la
carrera de matematicas de la ESPOCH, especialmente para aquellos alumnos que deseen adentrarse
en el estudio de las series de Fourier y ciertas aplicaciones, enfocandose especialmente en aquellos
aprendices con el objetivo de llevar a cabo estudios de cuarto nivel y actividad docente en campos

como las ingenierias, por ejemplo.

Bajo estas premisas, el documento referencial también aportara significativamente a la comunidad
académica de ingenieria, en particular a las disciplinas de mecanica, electricidad, electronica y

telecomunicaciones de la ESPOCH.

Metodologia
Explicacion de enfoque, alcance, disefio, técnicas e instrumentos de investigacion utilizados

En este apartado se evidenciaran los mecanismos usados para lograr la finalidad de este trabajo,
como el enfoque, alcance, disefio, técnicas e instrumentos de investigacion utilizadas para la

elaboracion de la presente investigacion.

En primer lugar, el presente estudio tuvo un enfoque metodologico cualitativo no-interactivo con
alcance descriptivo y un disefio de investigacion documental. Segin Cresswell, (2013) La
investigacion cualitativa no interactiva se refiere a un enfoque que se dedica a estudiar fuentes de
informacion como textos, grabaciones audiovisuales o archivos del pasado, entre otras. Asi, en este
enfoque, la recoleccion de informacion se realizé mediante la revision y analisis de documentos y
datos preexistentes, sin que el investigador participara activamente en la recogida de la
informacion. Por consiguiente, este tipo de estudio se justifica en el Trabajo de Integracion
Curricular vinculado al analisis de las Series de Fourier y sus aplicaciones, dado que se recolectaron
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datos de fuentes bibliograficas, que incluyen libros de carécter clasico y contemporaneo, que
proporcionaron base para alcanzar un entendimiento completo de los conceptos tedricos y usos
relacionados con las series de Fourier. Ademas, se tomo en cuenta su evolucion a través del tiempo

en la literatura académica.

Por otro lado, Ramos (2020) refiere al alcance descriptivo consiste en conocer las caracteristicas
del fenémeno y lo que se indaga. Es decir, su presencia en grupo de individuos determinados. Por
cual, result6 apropiado el uso del alcance descriptivo en el Trabajo de Integracion Curricular acerca
del estudio de Series de Fourier y algunas Aplicaciones, debido que permiti6 la detallar de como,
funciones con discontinuidades en sus derivadas pueden ser representadas en la suma de funciones
suaves como los senos y cosenos. Por lo tanto, este tipo de descripcion tuvo importancia para
interpretar sus propiedades y aplicaciones en varios campos del conocimiento. De igual manera
este disefio de investigacion se utiliza cuando los objetivos de investigacion necesiten el estudio de
informacion ya que se tiene fuentes documentales, entre ellos estan libros, articulos, informes, sin

implicar la recopilacion de informacion a través de instrumentos como cuestionarios o entrevistas.

De este modo, la implementacion de un disefio de investigacion basada en documentos en el
Trabajo de Integracion Curricular sobre el tema de Series de Fourier y sus aplicaciones se presentd
como la opcion mdés adecuada para su desarrollo, dado que involucrd la busqueda, eleccion,
evaluacion y examen de informacion pertinente que facilito la elaboraciéon de un documento de
referencia que abarco el estudio exhaustivo del asunto a considerar, dirigido a los alumnos de las
facultades de ingenieria y matematicas de la ESPOCH. En segundo lugar, para lograr el objetivo
establecido en la investigacion, se planteo realizar las siguientes fases empleando la técnica de

analisis documental.:

En segundo lugar: La creacion y redaccion del texto base respecto al estudio de las series de Fourier
y sus diversas aplicaciones, dirigido especialmente a los alumnos de la ESPOCH, en particular a
aquellos en las carreras de ingenieria y matematicas. En términos mas simples, los métodos de
analisis de datos documentales reunieron y analizaron la informacidén pertinente que ya se
encuentra en documentos existentes en el proceso investigativo, ya sea en formato fisico o digital,
aprovechando los datos extraidos de la informacion recopilada. Finalmente, tercero, pero no menos

importante, con respecto a los instrumentos de investigacion utilizados se pueden mencionar:
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La computadora, debido que en la actualidad se ha transformado en un recurso extremadamente
valioso, especialmente en el &mbito de la investigacion, dado que facilita la ejecucion de numerosas
actividades, como la revision de fuentes, la recopilacion de datos y la exposicion de hallazgos;
permitiendo asi al investigador obtener informacion de forma mas efectiva y exacta en
comparacion con las técnicas convencionales. Ademas, facilité una mejora en la colaboracion y el
dialogo entre los integrantes del equipo de investigacion, asi como la capacidad de intercambiar

informacion y hallazgos a través de internet.

Lared, debido que en la actualidad la web proporciona buscadores de informacion académica como
Google Scholar, Redalyc y otros; que hicieron mas sencillo el proceso de buscar y reunir datos para
las investigaciones cientificas. Esto posibilitd una rapida seleccion y decision sobre informacion
relacionada con la temadtica de las series de Fourier y sus diversas aplicaciones, ademds de contar

con un acceso amplio a la bibliografia existente sobre el asunto.

LATEX es un programa de edicion de textos que ofrece recursos que simplifican la redaccion del
Trabajo de Integracion Curricular y Referencial. Debido que ofrece instrucciones para elaborar
ecuaciones matematicas, referencias bibliograficas facilitando la presentacion de un documento

que se ajuste a la escritura matematica.

Resultados

MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En este apartado se exponen los hallazgos logrados en la investigacion acerca de las series de
Fourier y sus diversas aplicaciones, utilizando las metodologias pertinentes como el analisis
personal en la seleccion y decision de materiales bibliograficos, que facilitaron el apoyo en la
creacion del Trabajo de Integracion Curricular junto con el documento de referencia.

Moédulo I

Objetivo del médulo

Presentar y explicar de manera clara los conceptos basicos necesarios antes del analisis de las series
de Fourier que se aplicaran en el resto del texto, lo que facilitara la comprension del vocabulario,
términos y nociones que se abordaran en las secciones siguientes. Con el fin de cumplir con este

objetivo, se trataran los conceptos de forma pedagogica, ofreciendo explicaciones precisas y sin
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ambigiiedades, apoyandose en ejemplos que facilitaran la comprension y contextualizacion de cada
idea; asi, esta seccion del documento, titulada Preliminares, contribuird a la comprension integral
de los dos modulos posteriores, maximizando su contenido.
Jean Baptiste Joseph Fourier
Destacado matematico, de origenes muy humildes que se enfoco en una actividad en diferentes
areas, como su obra matematica en el afio de 1822, titulada Théorie Analytique de la Chaleur.
Ademas, fue el primer matematico en estudiar el efecto invernadero.
Conceptos basicos
Las categorias de numeros, tales como los naturales, los enteros, los racionales y los irracionales,
que al unirse forman el conjunto de los nimeros reales, son elementos clave en el ambito
matematico. Por lo tanto, han sido objeto de estudio y exploracion a lo largo de la historia.
Notacion de conjuntos:

e Los Numeros naturales
Es el conjunto de niimeros naturales identificado como N, que esta constituida por todos los
nimeros positivos sin parte decimal y el cero. Generalmente el conjunto de niimeros enteros se
manifiesta como:

N = {0,1,2,3,4,5,...}

N=x= {1,2,3,4,5,...}
e Numeros enteros

El conjunto Z, es aquella que contine todos los numeros naturales (positivos) al igual que los
negativos y el cero. Estos nimeros se representan de la siguiente manera
Z =1{.,-3-2,-10123,...}

Se emplean para indicar valores negativos, variaciones en cantidades, asi como en la resolucion de
situaciones que implican adiciones o sustracciones de nimeros

e Numeros reales
El grupo de numeros reales, indicado como R, incluye todos aquellos nimeros que se pueden
expresar ya sea mediante una expansion decimal finita o infinita. Esto implica que incluye todos
los numeros tanto racionales como irracionales. Asi, podemos afirmar que el conjunto de nimeros
reales R es la combinacion de los nimeros racionales y los irracionales, es decir:

R=QUL
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Por lo tanto, los nimeros reales (R) se caracterizan como el conjunto que abarca o integra los
numeros naturales (N), los enteros (Z), los racionales (Q) y los irracionales (I).

Notacion de derivadas parciales

Las derivadas parciales son nociones clave en el calculo multivariable que posibilitan evaluar el
cambio de una funcion que depende de multiples variables en relacion a cada una de sus variables

independientes de manera aislada.

of 0, o,
ax_ax 1= xf_fx

sy ;- T af , o . .
La notacion clasica empleando subindices o ©8 la que mas se utiliza por su claridad, siendo

adecuada para realizar calculos sencillos y para analizar funciones con una sola variable.
Ortogonalidad
En esta seccion, se analizara como los dos conceptos vectoriales del producto interno, conocido
también como producto escalar, y la ortogonalidad entre vectores pueden ser aplicados a funciones.
Funciones periodicas
Sea f:R — R, una funcién periddica se puede describir como una funcioén
Es decir, se representa de la siguiente manera.
f@t) =f({t+T), paratodot € R (1.3)
La constante minima T que vincula la relacion (1.3) con el nombre de periodo de la funcion.
Ejemplo
Sea f:R — R tal que f(x) = 3 sen(x). Graficar la funcion f e indicar su periodo
Solucion
En la Figura 1 se evidencia la grafica de la funcion periddica f(x) = 3 sen(x). Se muestra que el
periodo de la funcion f es T = 2m

Figura 1.Grdfica de la funcion periddica f(x) = 3 sen(x)

f(x) = 3sen(x)

Fuente: Elaboracion propia
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Riemann integrable

Una funcion f acotada y definida en un intervalo [a, b] se considera que es Riemann integrable en
[a, b] si hay un numero I en los reales de modo que, para cada nimero real positivo € hay una 6
positiva tal que si P representa una participacion de [a,b] con || P I < 6 yS(P, f) es cualquier

suma de Riemann entonces |S(P, f) —I| < €

Figura 2.4rea bajo la curva

y= f(x)

/:f(m)dm

’ : \

Fuente: Elaboracion propia

Funciones continuas por intervalos
Una funcion f: R — R es continua por intervalos en un trayecto si.
a) Esto puede dividirse en una cantidad de sub-intervalos en los que f (x) es continua en cada
uno.

b) Es decir, cuando los limites de a da f(x) se aproxima a los extremos de cada subintervalo
son finitos
Una manera diferente de describirla es decir que una funcion continua por tramos es aquella que

presenta un nimero limitado de discontinuidades limitadas. La figura 3 muestra un ejemplo de una

funcion continua por tramos.
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Figura 3. Funcion continua por intervalos

it«Y0)

f(x+0)

¥

Fuente: Elaboracion propia

Funcion par y funciéon impar
Definicion: Funcién par e impar
a) Se dice que f es una funcién par si, sea f:Dom (f) = R para toda x en el dominio de
frf(=x) =f(x)
b) De dice que una funcidn f es una funcidon impar si, sea f: Dom (f) — R para toda x en el
dominio de f, f(—x) = —f(x)
¢) En ambas partes a) y b) se entiende que —x estd en el dominio de fsiempre que x lo esté.
Convergencia
El calculo es importante para la idea de Newton de representar las funciones mediante sumas de
series infinitas. Asi, en una situacion donde habia que determinar dreas Newton se ocupaba a
menudo de una funcion, la convertia primero en una serie y cada uno de los términos de dicha serie.
Muchas de las funciones que aparecen en la fisica matematica y en la quimica matematica, como
las funciones de Bessel, se definen como sumas de series, lo que hace esencial entender los
fundamentos de la convergencia de secuencias y series infinitas.
Funciones seno y coseno
Funcion seno
1. Su ambito abarca todos los nlimeros reales R y es continua
2. Latrayectoriaes [—1,1]; yaque —1 < sen(x) < 1

3. Trazael eje X en los puntos km para k € Z.Traza al eje Y en el punto (0, 0)
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4. Resulta impar, es decir simétrica en relacion al origen: sen(—x) = — sen(x)

5. Es necesariamente creciente en intervalos de la forma (a, b) donde a = g +2knyb =
g+2kr{parak € Z

6. Se representa de manera decreciente en los intervalos de la forma (a, b) donde a = g +
2kmy b = 37n+2k7rparalk € Z

7. Posee infinitos maximos relativos en los puntos de la forma g 2km, 1 para k € Z. T Posee
infinitos minimos relativos en los puntos de la forma 3;“ + 2km,—1parak € Z

8. periodo es 21

9. Esta acotada de manera superior e inferiorpor 1y — 1

Figura 4. Representacion de funcion seno

Funcion coseno

l.
2.

wokh W

El dominio es Ry continua
La trayectoria es [—1, 1]

Traza el eje X en los puntos g + km para k € Z. Corta el eje Y en el punto (0,1)

Es par, es decir, es simétrica respecto al eje Y. cos(x) = cos(—x)

Es estrictamente creciente en los intervalos de la forma (a,b) donde a = —m +
2kmyb = 2kmparak € Z

Es estrictamente decreciente en los intervalos de la forma (a, b) donde a = 2kmy b =

n + 2kmparak € Z
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7. Tiene infinitos méaximos relativos en los puntos de la forma (2km, 1) con k € Z. Tiene
infinitos minimos relativos en los puntos de la forma (r + 2km,—1) parak € Z)
8. Su periodo es 21

9. Esté acotada superiormente e inferiormente por 1 y — 1 respectivamente.

Figura 5. Funcion coseno

Y
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Modulo 11

Series de Fourier

Objetivo del médulo

Elaborar un analisis sobre las series de Fourier, centrado en sus principios basicos, mediante
ejemplos que ayuden a clarificar y hacer mas accesible su entendimiento. Esta seccion del texto de
referencia facilitara el conocimiento de la terminologia asociada a las series de Fourier. Ofrecera
recursos teoricos cruciales para su uso en ejercicios pertinentes, favoreciendo el crecimiento
académico y profesional.

Principios de la serie de Fourier

La preparacion y comprension de las series de Fourier, nos lleva una inmensa serie de maravillas
en las matematicas, en las aplicaciones directas que se pueden dar a estas. Desde su origen o hasta
su introduccidn en la musica o la ingenieria y la ciencia, estas series han sembrado su huella en los
conocimientos y el avance tecnologico. De este modo, al examinar las series de Fourier,
encontramos una melodia oculta que impacta todos los aspectos de la vida y nos inspira a continuar
con la busqueda y creacion de saberes sin limites. Una serie de Fourier describe una funcidon como
una secuencia de constantes que se multiplican por funciones seno o coseno de diferentes

frecuencias.
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Serie de Fourier de una funcion

Sea f: [—-L,L] € R - R Por el momento, suponga solo que f_LL f(x)dx existe, se quiere
explorar la posibilidad de elegir nimeros que pertenece al conjunto de los nimeros reales

R,agay by by, ... tales que

(o]
1 nmwx . Nmx
f==-ay+ E (ancos—+bnsm—),
2 n=1 L L

Convergencia de la serie de Fourier
Poder expresar los coeficientes de Fourier de una funcion f en un intervalo [-L, L] es una cuestion

que solo requiere la existencia de las integrales definidas

L
f f(x) cosnLLx dx
—L

L
nmx
j f(x) senT dx
—L

En esta seccion se presenta una solucion estilizada y atractiva a lo que resultd ser uno de los mas.
No obstante, establecer si la serie de Fourier obtenida se aproxima a f (x), o si converge de alguna
manera, es un asunto totalmente distinto. Las complicaciones de esta consulta se evidenciaron en
1873 cuando el matematico francés Paul Du Bois-Reymond (1831-1889) mostr6 un caso de una
funcion continua en el rango (—m, ), pero cuya serie de Fourier no convergia en ningun lugar
dentro de este rango.

Las Condiciones de Dirichlet

Las condiciones de Dirichlet (o condiciones de existencia) para la convergencia de la serie de

Fourier de una funcion f(x)con 2Lperiodo son las siguientes:

e La funcién f(x)d necesita estar bien definida y ofrecer un tinico valor en todo el rango
[—L,L], salvo en un nimero limitado de puntos. Esto implica que f(x) no debe exhibir
saltos ni tener discontinuidades que sean infinitas en ese intervalo, y no debe haber una

cantidad infinita de puntos donde no esté definida o donde no proporcione un tnico valor.
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e Ademas, f(x) tiene que ser peridodica con un periodo de 2L. Esto quiere decir
quef(x + 2L) = f(x))para cada valor x para cada valor de x que pertenezca al dominio
de la funcion.

e Tanto la f(x) como su derivada f'(x) deben ser continuas por intervalos en el intervalo
[—L, L]. Esto significa f (x) no puede presentar saltos o discontinuidades infinitas y ademas

f'(x) debe ser continua en todos los puntos donde sea valida.

Si una funcion f(x) cumple con estos criterios, lo cual se afirma la convergencia de la serie de
Fourier de f(x) en el intervalo [—L,L]. La serie de Fourier presenta a f(x) como una unién de
funciones seno, coseno y converge a f(x) en los puntos donde f(x) es continua. En los puntos
donde f(x) tiene discontinuidades finitas, la serie de Fourier converge al valor promedio de los
limites a ambos lados de la discontinuidad, se acerca al valor promedio del fendémeno de la de
Gibbs.

Moédulo ITI

Ciertas aplicaciones

Las series de Fourier, son utilizadas como una herramienta matematica de gran efectividad en
diferentes areas. Al desintegrar funciones periodicas en otras trigonométricas un ejemplo son senos
y cosenos, permitiendo una comprension de las sefiales y circunstancias complicadas.

Objetivo

El empleo de las series de Fourier simplifica la elaboracion de circuitos electrénicos, la produccion
de tonos musicales y principalmente, la solucion de ecuaciones en fisica.

Electrocardiografia

Se descubri6 hace mucho tiempo que el corazén produce una corriente eléctrica y que se puede
graficar el voltaje generado por esta corriente. Este fendmeno se conoce como electrocardiograma.
La ecuacion de calor; separacion de variables

Ejemplo

Se calienta un tubo estrecho de aluminio (a0 2 = 0,86cm2 s) que mide 10 cm de longitud a una
temperatura constante de 100 grados Celsius. En el momento t = 0, los extremos de este tubo se
sumergen en un bafio de hielo a 0 grados Celsius, lo que hace que la temperatura se mantenga en
ese nivel. No se permite que el calor se disipe a través de los lados del tubo. Encontrar una formula

para la temperatura en cualquier parte del tubo y para todos los tiempos futuros t.
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Interpretacion
Se representa como u(x, t) la temperatura en la barra en la ubicacion x en el tiempo t. Esta funcién

cumple con el problema de condiciones en la frontera.

du 2 {u(x, 0) =100

—=0,86 (0, 6) = u(10,£) = 0 0<x<10

at dx2

t

nxm —-0,8621 2
—) 100, donde

La solucion es u(x,t) Ym—q Cp SEN ( n

1 (10 nrm 200
Cp = T f 100 sen (W) dx = g (1 — cos(nm))
0

. 400 |, . . o
¢, =0 sinespar,yc, = —— sin es impar. Es decir, se representa de la siguiente manera

o X
W) 400 Z sen(zzn + 11) 10, -osscns et 1y
T n+

Movimiento no amortiguado

Figura 6. Sistema masa-resorte con una fuerza externa

|
k |

F(?)
m |

|
e

Fuente: Elaboracion propia

Primero, examine el movimiento sin friccién de una masa m en un resorte que tiene una constante
de Hooke k, bajo la accion de una fuerza externa ciclica F(t), tal como se muestra en la Figura 6.
Su posicidn x(t) respecto a su estado de reposo sigue la ecuacidon bien conocida.

mx"" + kx = F(t)

La representacion general es

x(t) = ¢4 cos (wOt) + c, sen(w0t) + xp(t),
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K . . :
donde w, = \/%es la frecuencia natural del sistema, y xp(t) es una respuesta particular de la

ecuacion
Los valores c; y ¢, se determinan en funcion de las condiciones iniciales. Se desea utilizar la serie
de Fourier para encontrar una solucion periddica particular de la ecuacion. Esta solucion se llama

Xsp(t), y se conoce como solucion periddica estacionaria. Para simplificar, se supone que F(t) es

una funcién impar con periodo 2L, manera que su serie de Fourier toma la siguiente forma.

f = i B, sen (712)

. N . . . ., ey g
Si — hoes similar a w, para cierto entero positivo n, se puede representar una respuesta periodica

en estado permanente de forma.

- ntm
Xsp(t) = z b, sen (T)
n=1

Resonancia pura

, . Ntr . .
El término B,, sen (T) lo contrario de cero en la respuesta de la serie de

: ., Nt .
Fourier de la funcion de fuerza F(t) representada , (Tn) = w, es decir provoca
mx"" + kx = BN sen(wyt)
Posee respuesta de resonancia

By
2mw,

t cos(wyt)

x(t) = —

. k ., : .,
Siwy = — En este caso la solucion correspondiente a la ecuacion es entonces

() = s tcos(wot) + > !
= 2mw cosiWo ( ) ) n2> ntm
nENM | Wo* — N ﬁ sen T

Ejemplo
Suponga que m = 2kg,k = 32% Determinar en qué momento se dara resonancia pura si F(t)
es la funcidn impar periddica
_( +10si0<t<m
F(t)_{—lOsin <t<2m
F(t)=10t,—m < t < m.
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Respuesta

a) Esta se representa wy = 4,y la serie de Fourier de F(t) es

F(t) = i—o(sen(t) + %sen(et) + %sen(St) )

Es decir esta serie no posee sen(4t), no se presenta resonancia.

b) Lo cual se representa de la siguiente manera

0 (_1)n+1
F(t) =20 E sen (nt)
n=1

n
Aqui se manifiesta resonancia auténtica gracias a la inclusion del componente con factor sen(4t).
Rectificador trifasico de media onda no controlado

En la Figura 7 se evidencia el circuito del rectificador trifisico de media onda no controlado.

Figura 7. Circuito rectificador de media onda no controlado

D1

VaN
T

VbN D2
. : y——n P —
L2 +
RL Vo
VecN D3 )

Fuente: Elaboracion propia
de las series de Fourier, suponiendo un valor de amplitud del voltaje pico sinusoidal de 163 voltios,
conn = 50 armodnicos Para generar la forma de onda del rectificador trifasico de media onda que

no se encuentra controlado, se aplican las formulas de la serie de Fourier

a
Vo(wt) = 70 + Z [a,, cos(3nwt) + b,sen(nwt)]
n=1

El isoperimétrico
En esta seccion se presenta una solucion hermosa y refinada a lo que resulto ser uno de los desafios
mas complicados de la geometria bidimensional: el conocido problema isoperimétrico.

Lema

1
2inTt

Si feL?(SY), entonces f2 (n) = f2(n)
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Demostracion

2'(n) = fol f'(x)e™2™* dx Integrando por partes obtenemos que

2 (n) = e~2mmx f(x)l(l) —f f(x)e= ™ (=2min)dx = 2minf (n)
0

Conclusiones

El analisis sistematico de las series de Fourier ha contribuido a una comprension clara de esta
herramienta. Gracias al andlisis detallado de los fundamentos teoricos y a las aplicaciones se ha
conseguido un conocimiento correcto y riguroso del tema, habiendo sentado las bases de su futura
aplicacidon practica, tanto en el ambito de la ciencia como en el de las ingenierias, el cual

proporciona soluciones adecuadas para resolver problemas.

La busqueda y la seleccion de manera subjetiva de la bibliografia adecuada, fue la que garantiz6 el
contenido al momento de capturar la informacion. La blisqueda y la seleccion de la bibliografia
llevo a incorporar hasta varias aplicaciones en las que se utilizan las series de Fourier. El cuidadoso
proceso de seleccion de la bibliografia hizo que la idea referencial, tenga informacion confiable y

veraz sin que por eso el documento pierda la importancia que tiene como fuente bibliografica.

El documento mencionado sirve como referencia en la formacion académica complementaria como
documento adicional dentro de la ESPOCH. Su enfoque es la ensefianza ordenada y brinda un
panorama completo sobre la importancia de las series de Fourier y su impacto en la ciencia. El
pensamiento critico es un elemento esencial que ayuda en su desarrollo y que es cultivado a través

de los ejemplos que se analizan.
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